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Teorya rozkładu ciśnienia (rópartition des pressions) na przecięcia danego ciała płasczyznami nor- 
malnemi do kierunku sił na to ciało działających, rozwijana w kursach « Wytrzymałości Materyałów « 
daje wzory, za pomocą których wyznaczonćm być może ciśnienie w każdym punkcie podstawy, na 
którćj spoczywa dana budowa. Niektóre z tych wzorów są przytoczone w T. III Pamiętników To- 
warzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu, na str. 345-347. Figura 76 daje kształt podstaw najczęścićj uży- 
wanych i kontur poza obręb którego nie powinna padać wypadkowa sił działających na budowlę 
ażeby w każdym punkcie podstawy jéj ciśnienie było dodatnćm, to jest, ażeby żaden punkt podstawy 
nie był rozciaganym. 


Prócz podstaw o powierzchni ciągłćj (pleine), budowa może spoczywać na podstawie obrączkowćj 
lub opróźnionćj (ćvidće), a w ogólności, na pewnćj liczbie podpór (kolumn, filarów i t, p.) wyznaczają- 
cych na gruncie powierzchnie, jedne od drugich niezależne. Często się zdarza, że podpory sa umie- 
szezone w wierzchołkach wielokątów foremnych. Brak wzorów do obliczania ciśnienia w tym przy- 
padku, staraliśmy się usunąć obecnie przedstawioną pracą. 

ANT: I. 4, 
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Mechanika Rozumowa, rozpatrując systema niezmienne (invariable), nie posiada dostatecznych da- 
nych do wyznaczenia ciśnienia na podpory kiedy ich liczba jest większą od trzech (*). Mechanika 
Stosowana, wprowadzając do rachunku nowy element : odkształcanie się ciał (déformation), czyni 
podobne zadanie najzupełnićj wyznaczonćm; ogólny sposób jego rozwiązania znajdujemy w dziele 
p. Sonnet (**). Praca nasza ma za przedmiot wyprowadzenie wzorów szczególnych dla figur fore- 
mnych : trójkąta, kwadratu, sześciokąta, ošmiokata i ріесіокаќа, i wyznaczenie obwodu mającego 
zawierać w sobie punkt przebicia gruntu przez wypadkowę sił na budowę działających tak, 
ażeby ciśnienie wywarte па każdą z podstaw było dodatne. Wzory niżćj podane, a które, o ile nam 
jest wiadomóm, dotychczas nie były wyprowadzone, dają ciśnienie na podstawy w funkcyi pro- 
mienia koła opisanego na figurach i spółrzędnych punktu, w którym wypadkowa spotyka płasczyznę 
tych figur; uproszczą one o wiele rachunki które napotykamy przy zastosowaniach. 


Zaczniemy niniejszą pracę od rozbioru najogólniejszego przypadku. 

Ciało, poddane działaniu siły P normalnćj do płasczyzny gruntu, spoczywa па n podporach; znaleźć 
eiśnienie każdćj z podpór na grunt, czyli oddziaływanie gruntu na te podpory. 

Punktem wyjścia do rozwiązania tego zadania jest ścisliwość (©ompressibilitć) gruntu i zgodne 
z doświadczeniem przypuszczenie, że podpory pozostawiają na gruncie ślady, czyli wyciski (em- 
preintes), których objętość jest proporcyonalną do parcia wywieranego na podpory. 

Niech : 

0,0, w”, ..... ө" oznaczaja powierzchnie, któremi podpory spoczywają na gruncie, 

2,7, I”, e.a.. з" oznaczają głębokość wycisków, które mogą być uważane za proste pryzmy, 


R,R”,R”,..... R” oznaczają ciśnienie na grunt, czyli opór (oddziaływanie) gruntu na odpo- 
wiednie podpory, 


k oznacza spółezynnik, dany przez doświadczenie, i zależny od natury gruntu. 
Będziemy mieli : 

E=, 

R"= 029 

B” = e Tg, 

Ru == ын; 


Zadanie polega na znalezieniu wartości dla ilości : z, 27, 27,0... 2". 


Nazwijmy : 


Q =w two +..... + w 
(') Kurs Mechaniki Rozumowćj, Niewęgłowski. 1873, str. 72-76. 
(©) Dictionnaire des Mathématiques Appliquées, Sonnet. 1867, p. 1154. | 2 
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CIŚNIENIE PODPÓR JAKICHKOLWIEK BUDOWLI NA ICH PODSTAWY. 3 
i załóżmy : 
Р = КЛ, 
gdzie À oznacza wysokość jaka z tego równania wypadnie. 
Niech będą : 
(wy), (wy), (cy), ..... (cy) spółrzędne środków powierzchni», о”, o”, ..... =”, 


(х, 6) spółrzędne punktu, w którym wypadkowa Р przebija płasczyznę zawierającą w sobie te środki. 


Ponieważ istnieje równowaga między siłami równoległemi : R, R”, ..... R? i P, zatóm summa 
algebraiczna momentów tych sił, względem jakićjkolwiek osi poprowadzonćj na płasczyznie prosto- 
padłćj do kierunku sił, jest zero. Biorąc więc momenta względem osi Y, тату : 

Коса + ko'z a + Коа +..... + Кота" = КОЛА, 
czyli : 
(1) WZT HWZ L” wzi + ..... 4 оп" =Qhu, 
gdzie spółczynnik k już nie wchodzi. 

Podobnież, biorąc momenta względem osi X, będzie : 

(2) оу оту +0 zy + ..... + on = 0/6. 

Mamy nadto : 

R++R'+R"+..... + R"=P, 


zatćm otrzymamy : 


"мө, 


(3) о +o +o +..... + on = 00, 


Otóż, środki powierzchni : wo, ..... ө" zostają w jednéj i téjze saméj płasczyznie, która nie jest 
płasczyzną pionową; zatóm jéj równanie może być wyrażonćm przez : 


z= Az + By + G; 
a ponieważ środki o których mowa leżą na tój płasczyznie, więc będzie : 
| z= Ат + Ву + C, 
z = Ax" + By" +0, 
(4) z” s= Az” + Ву" + G, 
| a” = Ах" + Ву" + С. 


Jeżeli liczba podpór jest п, liczba równań (4) będzie n; więc liczba wszystkich równań będzie 
п + 3. Otóż, mamy właśnie n + 3 niewiadomych, mianowicie : n głębokości : z, z”, ..... «i 3 
spółczynniki : А, В, G; zadanie nasze jest więc wyznaczonćm. 


Takie jest ogólne rozwiązanie. Zastosujemy go teraz do przypadków szczególnych, gdzie zazwyczaj 
powierzchnie; w, w”, ,,,,. о" są sobie równe, tak że : 


Q— uo +e + ..... + "= no, 
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I. Trójkąt foremny (fig. 1). — Rozbierzmy najprzód przypadek w którym ciało spoczywa na 
trzech podporach, środki których znajdują się w wierzchołkach trójkąta foremnego DEF. Oznaczmy 


ciśnienia w punktach D, Е, Е, przez R, К”, R”. \ 


mo zał 


Fig, 1. 


x 


i 


Niech promień koła opisanego na trójkącie DEF będzie R; bok trójkąta wyrazi się wtedy przez 


күз, a jego apotema przez В, Biorąc środek koła О za początek spółrzędnych, i oznaczając spółrzę- 


dne punktów D, E iF przez cy, wy”, "у", będziemy mieli : 
; SZ 
a= QR == 5: 


4 =0E = К, y'=0; 


т 
ёо 65 
1 K ° ° 


Zakładając v = == e =w, zkąd Q = Зо, i oznaczając przez х i 6 spółrzędne punktu Q, w któ- 
rym wypadkowa normalna P przebija płasczyznę DEF, otrzymamy z (4), (2) i (3) następujące ró- 


wnania : 


(a) z” — Rz + š z =Jah, 
(0) R үз; —R үзг” =36, 
(c) 5+7 + z” == 9. 
Równania zaś (4) dadzą : 
R Russ 
| = =A + B 3 + G, 
(d) z АН + C, 
R › R бу ` 
=Ау—В 543 + 0; 
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Wstawiając wartości (d) w równania (a) (b) i (с), znajdziemy : 


a zatém : 


Otóż wiemy że: 
R'= о; R'= koz": R" = kuz” ; 
mamy nadto : 
P = {Зой, 
a zatém : 


Подот) z 
P akoh Sh’ 


podobnież : 


JR ua > 


PR É R 


w skutek czego otrzymamy : 


= 
wiz 


= u. 
ә 


— 
= 


` 


Ке 


— 
= 


- 


iu ' wiry 


ч 
=] : 


czyli ostatecznie szukane wartości R, В" і R” wyrażą się w sposób następujący : 
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Ciśnienie podpór D, E iF na grunt jest więc najzupełnićj wyznaczonćm, albowiem siła Р. pro- 
mień R i spółrzędne punktu Q są ilościami danemi. Summa ciśnień : А’ + В” + R” jest oczywiście 
równą całkowitemu ciśnieniu P. 


Roztrząsanie wzorów (t). — Punkt Q może przybierać zozmaite położenia na płasczyznie DEF. Jeżeli 
znajduje się on na osi X, wtedy 6 = 0, i wzory (0) stają się w tym przypadku : 


b. ca ' 

R 24 |» 

3 (Жз 
кы Р 2 

(t) = (1—2), 
x. P а 

R” =={14 ad 7 

z( +5) 


R jest więc równe R”, to jest że ciśnienia w punktach D i F położonych na prostéj prostopadłéj 


do osi X są sobie równe, i łatwo można dostrzedz że są one większe od ciśnienia R”, о ilość P K 


Jeżeli punkt Q leży na osi Y, czyli «= 0, wtedy wzory dające ciśnienia na podpory będą : 


Р 6 
R =- ае 5) 
(и R 8 , 
та... 
(ty) R = 
p 6 = 
R =z(!—q03): 


Ciśnienie R” na punkt Е jest więc niezależne od położenia punktu Q na osi Y. Ze zmianą rzędnej 6, 

zmieniać się tylko będą ciśnienia R'i R". 
` . . PNS , 11 Т › 

Jeżeli «= 0 i 6 = 0, со znaczy że punkt Q pada w środku ciężkości figury, їейу:Н = А =R =; ; 
co być powinno. 

Rozpatrzmy teraz jakim warunkom winny zadość czynić spółrzędne « ié, ażeby ciśnienie w ka- 
żdym z punktów D,E i F było dodatnóm. W tym celu zauważmy, że punkt Q może się znajdować 
w jednym z czterech kątów utworzonych przez osie X i Y, а zatóm rozmaitych przypadków, co do 
znaku ilości « i 6, może być cztery; każdemu z nich odpowiadają następujące wzory, w których z 16 
przedstawiają wartości somoiste. 


1)u +, 6-; 2) a—, 6+; | 3)a—, 6—; 4) u +, 6—; 
ал | DD hm | "ZE —. , 
к= 501 ну) 31 - =+ \З) | =z(! — 03) (н М) 
к= 301—0) а= (+1) | к= (+) к= 501—2) 
к=! +308) к (1 А) R'=p(1— АМ) к(а М) 
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Oczywiście, dostatecznóm będzie rozpatrzenie tylko dwóch pierwszych przypadków; albowiem 
w przypadku trzecim, R” jest takie samo jak w przypadku drugim, czyli R,” = R,” ; co się zaś tyczy 
R'i R” to тату: R, =R,” ; R, =R;,. Podobnież, porównywając przypadek czwarty z pierwszym, 
znajdujemy że R” =R," ; R =R”; R”, =Ry. 

1) Uważając przypadek kiedy х jest dodatne a 6 odjemne, widzimy, że R° nie może być ani zerem, 
ani ilością odjemną; że zaś zakładamy ażeby ciśnienia były wszędzie dodatne, najmniejszą wartością, 
jaka może przypaść па R” i R” będzie zero. W tym razie będziemy mieli jednocześnie : 


2a 
1-0 
х 6 rz 
co wymaga ażeby : 
R ° 
A 


więc jeżeli punkt Q znajduje się w punkcie D wtedy : R” =0, R” =0; zaś R’ jest równém P. 


Gdyby punkt Q padał w punkcie F, mielibyśmy : R = 0, R” = 0, R" = Р. 
Widzimy więc że punkt Q nie powinien wychodzić po za linię DF, gdyż wtedy « > 5 › і сіѕшепіе R” 
byłoby odjemném. Jeżeli a < 5, R” jest dodatném; lecz ażeby R” było również dodatném, potrzeba 


5 x 6 m. DĄ” ° . s- e A ч " m . , . 
żeby : 4 +R RV > 0; minimum jakie przyjąć możemy jest К” = 0; w tym razie spótrzedne z і 6 


powinny zadość uczynić równaniu : 


I+Ę—VB=0, 


ta prosłą będzie bok EF trójkąta DEF, albowiem : 


dla «=0, c= ВУЗ о, 


А ЫЫ; 290: ; jad 
dla a= y, 6=— =KD 


W pierwszym przypadku, lo jest wówczas kiedy punkt Q znajduje się w punkcie L, otrzymujemy 
dla ciśnień następujące wartości : 


R=zP, R"=3P, R"=0, 
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gdyby zaś ten punkt leżał w punkcie M, mielibyśmy : 
; A „__@ 
= — [> = = P w 
RZ KR 3 P, R 3 P 


2) Jeżeli « jest odjemne a 6 dodatne, czyli jeżeli punkt Q leży w kącie YOE, wtedy R” zawsze 
będzie dodatnćm ; żeby R'i R” były jednocześnie zerem, potrzeba mieć : х =R і 6=0, to jest punkt 
Q powinien się znajdować w wierzchołku Е. Założeniu « = R musi koniecznie towarzyszyć warunek : 
6 =0, albowiem przy х =R,otrzymujemy : 


` 


co sprawdza warunek : R + R + R” = Р, ale nie odpowiada naszemu założeniu, które wymaga dla R 
i R” wartości dodatnych. 


Ażeby się zapewnić, że wszystkie ciśnienia będą dodatnemi, dosyć jest żeby spółrzędne a 16 nie 
przewyższały tych wartości które wypadną z równania: 


4 бой _ 

Жай |ды 
czyli, ażeby punkt Q nie padał po za linię : 

c=R = „śl n 

үз үз 
to jest, po za proste EL; gdyż 
R 3 
dla х =0, ZAS 2 == 0L; со daje punkt L; 


dla «=R, 6=0; со wyznacza punkt E. 


Gdyby punkt Q znajdowałsię w kącie EOM, granicą po za którą nie powinien on przechodzić, będzie 
prosta EM. 


Z powyższego rozbioru wnosimy, że : jeżeli ciało spoczywa na trzech podporach D, Ë i F, ciśnienie na 
każdą z nich będzie dodatnćm, jeżeli punkt Q, w którym wypadkowa normalna do płasczyzny ПЕЕ prze- 
bija tę płasezyznę, nie wychodzi po za obręb trójkąta DEF ; obwód tego trójkąta jest zatóm obwodem cis- 
nienia dodatnego. 


UWAGA. — W razie trzech podpór ciśnienie bardzo łatwo może być wyznaczonćm wprost, bez po- 
mocy ogólnych wzorów (1), (2), (3) i (4). I tak, niech D, Ë i F (fig. 2) będą punkta zetknięcia ciała 
z gruntem na którym onospoczywa; Q punkt spotkania płasczyzny DEF przez wypadkowę normalną P ; 
R, R”, R” opór gruntu wywierany odpowiednio w punktach D, Е i F. Ponieważ istnieje równowaga 
między siłami R, R”, R" iP, więc summa algebraiczna ich momentów, wziętych względem jakićj- 
kolwiek osi poprowadzonćj na płasczyznie prostopadłćj do kierunku tych sił, jest zerem. Jeżeli zatém 
weźmiemy za o$ momentów prostę przechodzącą przez punkta przyczepienia dwóch jakichkolwiek 
z pomiędzy trzech sił К’, R”i R”, wtedy momenta tych dwóch sił względem takićj osi będą zerem, i 
równanie będzie zawierać jednę tylko niewiadomą, to jest trzecią z szukanych sił. Biorąc więc za oś 
proste EF, momenta sił R"i R” względem tój osi będą zerem ; tak że wyprowadzając z punktów 
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Q i D prostopadłe QW i DK' do linii EF, i uważając moment siły P za dodatny, a siły IU za odje- 
mny (oddziaływanie), równanie momentów wszystkich sił В’, R”, R" i P względem osi EF sprowadzi 
się йо: | 

P. QH —R.DK —0, 


zkąd : 


Fig. 2. 


Podobnież, biorac momenta względem prostćj DF, będziemy mieli : 
Р. ОН” — В". ЕК” = 0, 
ztąd : 


nareszcie, równanie momentów względem prostćj DE będzie : 
P.QH"—R".FK"=0, 
1ай : 


0, QH" 
=P. © 
| "= Р. фет 


Tak się wyrażą szukane wartości dla R, R” i R”. Należy zauważyć 1) że ponieważ: 
R-+R'+R"=P, 
zatóm : 


QH 
DK 


0H” оң” _ 
EK * FK” 
zkąd wypływa następujące twierdzenie geometryi : jeżeli z jakiegokolwiek punktu, wziętego wewnatrz 
trójkąta, wyprowadzimy prostopadłe na jego boki i każde z tych prostopadłych podzielimy przez równolegla 
do nićj wysokość trójkąta, summa trzech ztad otrzymanych tlorazów równa jest jedności ; 


2) że łącząc punkt Q z wierzchołkami trójkąta D, E, F otrzymamy trzy trójkąty : QEF, QDF i QED; 


oznaczając ich powierzchnie przez S, 5” i 5, а powierzchnię trójkąta DEF przez S, będziemy mieli : 


29 =FF,.0H; 25 =DF.QH';y 257 =ED.QR". 
ART. П. 2. 
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W skutek czego, ilości R, R" iR” mogą być wyrażone tak : 


OW АВЕ. 
R Рр =P g 
са СИК 8” 
=b app >? a: 
т 28 s” 
aa v айы 


a ztąd : 

RRT pus ZAPASU; 
więc, jeżeli ciało spoczywa na trzech podporach, ciśnienie na jakąkolwiek z nich jest proporcycnalnćm do po- 
wierzchni trójkąta otrzymanego z połączenia punktu Q z innemi dwiema podporami. 


П. Kwadrat (fig. 3). — Weźmy teraz przypadek, w którym ciało spoczywa na czterech podporach, 
środki których stanowią wierzchołki kwadratu РЕЕН, Ciśnienie w punktach D, Е, Fi H niech będzie 
odpowiednio : К, К", R” i RV. 


Fig. 3. 


Jeżeli promień koła opisanego na kwadracie nazwiemy R, to bok kwadratu będzie równy RYŻ a jego 
apotema będzie кз . Oznaczając spółrzędne punktów D, Е, Е, Н przez sy, sy", a” y”, a yY, a 


punktu Q przez «iĉ, będziemy mieli: 


ЛИР ТЕЕ Л, ш КЕ. 
ү v2 
R {ж R, 
U тетт 1 кита: 
R > R 
=0L == =; y =LF =- —; 
Р уз” d үз 
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kładąc w zo о = elV = o, otrzymamy Q=4w, i równania ogólne (1), (2), (3) i (4) staną się 
w uważanym przypadku : 


(a) š z — z" — z" +2 W) =4ah, 
(0) s” + —'—:%)<=465; 
(с) Er „з ЕЛ E e 
ола 
| v3 ү 
R R 
74 =—А— B —+0, 
aa 3 ү? 
(d a 
z"=— А В.Д z 2, 
№ № 
17 — А Rp R > 


Wstawiająe wartości (d) w równania (a), (b)i (с) otrzymamy trzy równania, 2 których wyznaczymy 
spółczynniki A, Bi С. 
Wartość ich wyrazi się tak samo jak dla trójkąta foremnego, to jest znajdziemy : 


c=, B=": к=; ' 


zatém z równań (8) będziemy mieli : 


R R 
— (1-554 
RER (i ҮЗ + У), 
=h 1-0) 
R R У 
6 


абе: Во;  R'=koz", В" әс",  RW=kwsv; i Р = ой, więc szukane ciśnie- 
nia В’, А”, R”, RY wyrażą się tak : 


к= ++ g үз) = Каз = + =) 


RY2 Rnv2/° 
M > « jz 6 р P 9% z) 
R'=P(1—4y3 +43) = H1 — + — 
Ç n КК 2) Ryż RYŻ) 
(k) 
A. aw © P 2a 98 
EEE) 
z( ҮТ RYS RY 


P « ja 6 P 2a 26 
RiYV— - = — = \ 2 Z= — — — — |, 
| i ( +É үз TY?) i (u + -) 
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12 PAMIĘTNIK TOWARZYSTWA NAUK ŚCISŁYCH W PARYŻU. — TOW VI. 
Roztrzasanie wzorów (k). — Dodając do siebie R i R”, R"iRV, znajdujemy : 
R + А" = А" + В ==; 


więc, Jeżeli ciało spoczywa па czterech podporach, summa ciśnień wywieranych па dwie podpory znaj- 
dujące się w wierzchołkach przekątnćj kwadratu jest równą połowie całkowitego cirżaru tego ciała. Własność 
ta stosuje się nie tylko do kwadratu, ale i do wszelkiego prostokąta, 


Jeżeli punkt О leży na osi X, wtedy 6 = 0, i wzory (Л) stają się : 


(= ME. CIN: 
R=R = (+52): 
(kz) РРА "a 
0-8) 


to jest ciśnienia w punktach D i H, E iF, położonych na prostopadłćj do osi X, sa jednakowe. W tym 
przypadku będziemy mieli również : 


АВАН š и 


Gdy punkt О znajduje się na osi Y, =н «=0, wtedy : 


[=m =z( +53) 
(ky), 
R"=R"=Ś 5(2— ROE 


jednakowe ciśnienia będą teraz sprawiane na punkta D i Е, F i H leżące na prostopadłćj do osi Y. 
Mamy nadto : 


R +R" =R + RW=F . 


E Jeżeli punkt Q pada w środku ciężkości kwadratu, czyli «= 0 i 6=0, wtedy wszystkie podpory 
zostają pod jednakowóćm ciśnieniem, równóm Ë: co jest wiadomém zgóry. 

Zobaczmy teraz gdzie powinien padać punkt Q, ażeby ciśnienia na wszystkie podpory były doda- 
tnemi. Niech naprzykład punkt ten znajduje się w kącie MOK ; w takim razie wzory (A) wskazują, że 
najmniejszą wartością јака możemy przypuścić na R” jest zero; pnnkt Q nie powinien wychodzić po 
za prostę : 

(m) 1—%yī3— үз =o, 

R R 
to jest po za linię MK, otrzymaną łącząc środki M i К boków danego kwadratu. W samćj rzeczy, powyż- 
sze równanie daje : 


dlau=0, ¿=RV2— 0м; 


= 


@ах= ВУ? = оК, 6-0. 
9 
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żeli kt Q leży пг stój MK, wtedy R =0, a zatém R = R gdyż jak wiemy R' R"=P. 
Jeżeli punkt Q leży na prostćj ‚ wtedyR = О, a zatćm R = > 8 yż jak wiemy R + R = 


"Ne А а а ; AEC 6 j- ° 
a wprost о tém przekonać się możemy, wstawiając w wyrażenie na R’ wartość: AE =1— БҮ? wycią- 


gniętą z równania (m). 
Co się tyczy dwóch innych ciśnień będą опе: 


R” =, RV—= 


де 


T : PRE P š М 
і ichsumma jest oczywiście równą 5, mamy bowiem na mocy (m) : TE pS күз = 


Jak widzimy ciśnienie R jest niezależne od położenia punktu Q na linii MK. Jeżeli punkt Q pada 
w punkcie K, czyli jeżeli 6=0, wtedy całkowite ciśnienie P rozdzielonćm będzie tylko na dwie pod- 


pory Di H, z których każda ponosić będzie ciśnienie D; jeżeli zaś punkt ten znajdzie się w M, 


punktami ciśnionymi będą punkta D i B, dla których RR" = 

Jest takie położenie punktu Q, przy którćm ciśnienia В” і К! ѕа sobie równe; lo ma miejsce 
wtedy, kiedy punkt Q znajduje się w punkcie d, — przecięcia się prostćój MK z przekątną DF, — 
w tym bowiem razie : 


az=6—RV2 ; 
4 
i ciśnienia na podpory D, E, F i H będą 
р p A: P 
R = R = R = 9, Е". 


Z powyższego rozbioru i z symetryi figury wnosimy, że obwodem ciśnienia dodatnego będzie 
kwadrat KMLN, otrzymany z połączenia środków K, M, L, N boków danego kwadratu. Roztrząsanie 
przypadku kiedy punkt Q znajduje się w kącie МОК możemy zastosować do trzech innych katów ; 
iw każdym razie wartość ciśnień R, R”, R” i R'Y otrzymamy ze wzorów (/), nadając spółrzędnym 
a i G6znak odpowiedni położeniu punktu Q. 


UwAGA. —Przykład praktyczny, a ogólniejszy od poprzedniego będzie ten, kiedy punkta D, E, FiH 


znajdują się w wierzchołkach prostokąta (fig. 4). Oznaczając boki prostokąta przez 2a i 2b mamy: 


d=aą y= 
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14 PAMIĘTNIK TOWARZYSTWA NAUK ŚCISŁYCH W PARYŻU. — TOM VI. 
i równania do rozwiązania będą następujące : 
а( — z" — z" + 2 )= dah, 
blz + 2" — z” —zV)=464, 
s 2" 21У ==4%, 
z = Aa +Bb + С, 
z ==— Aa + Bb + C, 
"== — Аа— Bb + С, 
zY = Aa — Bb + 0. 


Znajdziemy ztąd : 


Fig. 4. 


a zatém na cišnienia w wierzchołkach prostokąta DEFH otrzymamy wyrażenia : 


które pokazują że А’ + R” = R” + RY =: 


Z rozbioru otrzymanych wzorów łatwo jest dostrzedz, że wszystkie ciśnienia beda dodatne, to jest że 
ciało wywierać będzie parcie na wszystkie punkta : D, Е, Fi K, jeżeli punkt Q pada wewnątrz ukoš- 
nego kwadratu KMLN, powstałego z połączenia środków: K, М, L,N boków danego prostokąta; lub, co 
najwyżćj, jeżeli punkt ten znajduje się na obwodzie KMLN ; w tym ostatnim przypadku ciśnienie na je- 
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dnę z podpór zawsze jest zerem, a przy szczególnćm położeniu punktu Q, może ono być zerem jedno- 
cześnie i dla dwóch podpór. I tak, naprzykład, jeżeli punkt Q znajduje się na linii MK, wtedy : 


х ЖЫ аср 
RA а 
R” jest zerem, a wartości trzech innych ciśnień są : 
гар # 2-90 |. 
W = Е e а z KW. Pta. 
2 2 b а-а 


Gdyby punkt Q padał w punkcie K, wtedy mielibyśmy : 


R"-0, wE 0 ИУ: 
== , — 2 , кек. SE, 9 "9 , 
jeżeli zaś pada on w punkcie M, to mamy : 
Р пт wË 
I = 0; R =" R = ў = 


Może się zdarzyć, że punkt Q znajduje się w punkcie d, na przecięciu się linii MK z przekątną DE; 
w tym razie spółrzędne « i 6 mają wartość : 


a b 
“=, =a Е 


a dla punktu Q padającego w punkcie m, mielibyśmy : 
b 
«=0 , 6= ə; 


zatém : 
р" 3 р. а w—ip 
R =R" =; P; R"=R"—=gp. 

Gdyby punkt Qznalazłsię w trójkącie MKD, wtedy :2+ Н > 1, więc R” byłoby odjemném, to jest, 
że w punkcie F nie byłoby żadnego zetknięcia ciała z płasczyzną prostokąta DEFH. Ciało miałoby 
wtedy tylko trzy punkta oparcia, i dla znalezienia ciśnienia w D, Ei H wypadłoby uważać trójkąt DEH, 
a ten przypadek był już powyżćj rozpatrzonym. 

III. Sześciokąt foremny (fig. 5). — Jeżeli środki podstaw znajdują się w wierzchołkach sze- 
ściokąta foremnego DEFHIK, wtedy zważywszy że apotema takiego wielokąta równą jest RYS › bẹ- 

2 
dziemy mieli па spółrzędne ©'y,... zV'yv!, następujące wartości : 


dla punktu D... c =R, у =0, 
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16 PAMIĘTNIK TOWARZYSTWA NAUK ŚCISŁYCH W PARYŻU. — TOM VI. 


dla punktuE ... =, у= 140, 


Przypuszezamy zawsze, że powierzchnie w, о”, ... wV! zetknięcia ciała z płasczyzną sześciokąta sa 


, y! 


Fig, 5, 


sobie równe, w skutek tego Q = бо, i równania służące do wyznaczenia ciśnień R, R” ... RV, wy- 
wieranych w punktach D, E, ... K, реда następujące : 


R(z—7')+ z” + zW mz" mz”  =Cha, 
z + z” — sv —sv1)= 6/6, 


zz +Z +2 УЬ zV 4 zV =Gh; 


| z =AR+0, 


г=АЁ + В 3v5 EB, 

#=—A + вк үз +0, 

zWV=—AR +С, 

мА PB +c, 
| i= AB ву + G, 
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Z równań tych znajdziemy na spółczynniki А, B, С wyrażenia : 


a zatóm znane nam będą ilości : z, z',...zV!, Że zaś R=koz, R=kox', ... RY = koz)! a 


P= k6wh, więc dla sześciokała foremnego ciśnienia na podstawy wyrażą się w następujący 
sposób : > 

P 2u 

I 
p u © З 
Р х бг 
= SUL = VS 
R a(i gt šV ): 


Hoztrząsanie wzorów (s). — Dodając R' z RY, R” z RY i R” z ВУ, otrzymujemy : 
R+-RV=R"--R"-=R" +RV'= zb ; 


to jest że summa ciśnień na dwie podpory znajdujące się na średnicy koła jest ilością stała i równa dwóm 
szóstym całkowitego ciśnienia. 


Jeżeli punkt Q leży na osi X, wtedy ciśnienia w punktach Ei K, Fi I, znajdujących się na prostopa- 
dłój do téj osi, są jednakowe, a mianowicie : 


R'= Rug (I + r) , 
б 
R"=RV =( —g) ; 
6 
summa zaś ciśnień na dwie podpory położone na linii równoległćj do osi X jest stałą, tak że : 
R+R=R+R"=R + R= ЕР. 
Podobnież, w razie gdy punkt Q leży na osi Y znajdujemy: 
; Р 6 
R'= R" ==- ысы Ж 
R б (" + N 5) ; 


EN | ZY 
мна), 


R=Rv" =P: 
6 , 
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18 PAMIĘTNIK TOWARZYSTWA NAUK ŚCISŁYCH W PARYŻU. — TOM VI. 
a summa ciśnień na podporyEiK, Fil, położone na linii równoległćj do osi Y będzie : 


R” + RY А" vs Р; 


oprócz tego : 
R' + Ri —I!p 
=sP, 
gdyż punkta D i H leżą na średnicy kola, 
- ә 
Jeżeli punkt Q pada w punkcie О, wtedy = А” ==... = R"—=$. 
Porównywając wzory (s) z temi, które znalezione były dla trójkąta foremnego mającego położenie 
wskazane na fig. 1, a które na fig. 5 jest EHK,i przypuszczając, że tak w przypadku sześciokąata jak 


167 i trójkąta siła Р ma jednakową wartość, a punkt Q to samo położenie, znajdujemy : 


= 0: Ë ISA Сш“ 
п) (++ уз) = эһ, 


ЫР __2«\ -_oniv 
к= (и Fan, 


(R =z(! +09) =2RV; 


gdzie litery В’, R”, R” w nawiasie oznaczają ciśnienia w razie ciała spoczywającego na trzech pod- 
porach : Е, Н, K (fig. 5), a bez nawiasu — jeżeli to samo ciało ma sześć punktów oparcia. 


Ztąd już wnieść możemy, że uważając trójkąt FDI i oznaczając w tym razie ciśnienia na podpory 
F, D, Iprzez[R'], [R']i[R"], będziemy mieli : 


[R]J=2R"=F (! 5 N R v) я 


3 RR 
, iP 94 
Ç ==3R="— al 
(£) | [R] R з" + z) , 
б Aa а 6 5 
БЕ E ЫБ уу 
| [R"]=2R =; (' R АШ 


Wzory te dla trójkąta FDI mogłyby być napisane nie udając się do wzorów (s) : otrzymują się one 
z wartości znalezionych dla trójkąta DEF (fig. 1), lub EHK (fig. 5), zamieniając w nich х na —a, albo- 
wiem trójkąty EHK i FDI są symetrycznie położone względem osi Y. 


Wyznaczenie obwodu powierzchni obejmującćj punkt Q. — Łatwo jest okazać, że obwodem ciśnienia 
dodatnego będzie sześciokąt LMNSTU, otrzymany z dwóch trójkątów ЕНК i FDI, których jest on czę- 
ścią spólną; tak że ciało będzie miało sześć punktów oparcia, jeżeli punkt Q nie wychodzi ze środko- 
wój części sześciokąta” gwiazdzistego otrzymanego z danego nam sześciokąła DEFHIK. W хате) rze- 
czy zobaczymy natychmiast, że jeżeli punkt Q znajduje się w kącie LOD, nie powinien on padać po 
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za linią łamaną LMV, gdyż najmniejszą wartością јака przyjąć możemy dla RV jest zero, со daje:: 


% 6 sss ad 
ЕЗ =! 


ца ВМА. 


b 


a ztad dla «= 0 тату : 6 =0L; adla х = К wypadnie 6=0. 


Punkt Q nie powinien więc wychodzić po za prostę LD. Nadto, nie powinien on przekraczać pe- 
wnego punktu tćj prostćj, g 


dyż znajdując się na linii LD, spowoduje on następujący rozkład ei- 
śnieńia : 


МШЕ. 

R =s 
P 6 /š 
= 3 
B ЗЕ? 


RY=0, 
P 6 > 
у Е И Аз |, 
a (1 БҮЗ) 
Zkad wnosimy że 6 nie może być = 0, to jest ze punkt Q nie może padać w punkcie D, albowiem mie- 
› 
libyśmy wtedy R'v =; najmniejszą zatóm wartością 6 może być tylko ta która daje RY =0, to jest 
) 
= 1 м RV үм, 


tak że skrajnóm położeniem punktu Q na linii LD będzie punkt M. 


Dla uzupełnienia tego rozbioru podajemy wartości ciśnień dla trzech szczególnych położeń punktu 


Q na prostćj LD, mianowicie: 4) dla punktu L, 2) dla punktu M i 3) kiedy punkt Q PME się 
w punkcie e, na przecięciu się linii LD ze średnicą IE. 


1) 2) 3) 
3 Бү 
dia punktu L (« = 0, 6= a AS) dla punktu М(х = 6 =; MJ dla punktu («= = А €= NAJ. 
= р р 
h = — = SEM 
6 е 3 s 4 
ЫЕ “үт; Чр 
R => = = 
w Р р р 
R” — с =-— = — 
3 R ë R I 
pi =Ë RY=0 NE 
6 53 12 
R'=0 RV=0 R*=0 
RV=0 =È B 
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Symetrya figury względem osi spółrzędnych czyni zbytecznym rozbiór tych przypadków, kiedy 
punkt Q pada w jednym z trzech innych kątów utworzonych przez te osie. Wartości dla R, R ..... 
RY, znajdą się z całą łatwością w każdym z pozostałych przypadków. 


IV. Ośmiokąt foremny (fig. 6). — Jeżeli punkta zetknięcia ciała z gruntem znajdują się w wierz- 
chołkach ośmiokąata roremnego, wtedy będziemy mieli : 


Fig. 6, 
Dla punktu D ...z' =R, WEZ: 
л 4 R R 
» Ва) 1 = aj 
: 3 U ү” 


n R 
» H IV — Y= =; 
тета 


n 
K YL sx Sa үг К 
i Д OSC 
»' Bo PRO, уү!== (Е 


Równania momentów ciśnień R, R, ... RY" i siły P względem osi Yi X będą : 


Rz —z) ja zt ZIV — zVI + зҮ!) — Bah, 


y2 


R(z" — Vu) + Ro + 21У — zi — гУш) =86À ; 
B` 
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równanie zaś wyrażające że summa ciśnień na podpory: В’ + В” + ... + ҢҮ!!! równą jest sile P, daje : 


z +2” 4 2" 4 21У 4 2 z 4 ҮП -„ si =P ; 


prócz tego będziemy mieli ośm równań odpowiadających ośmiu punktom: D, Ë, ... M: 


2= АВ +С, 


211=— BR +С, 


шд КвК с. 
y2 


y2 


Z tych jedenastu równań znajdziemy najprzód wartości trzech spółczynników : 


G= Bei, кые; 


a następnie ciśnienia IU, R”,.., ҢҮ! na punkta D, Е... M. Będą опе: 


| р 2x 

| R = 4.-- — , 
| 1 R) 
| 24 


r=zfi każ +25), 
8 RV2 RV2 


R 
в (1 — 8 =) 
в) 8 RV2 Ryż 
р 95 
V=- — — 
R sl oF 
n=l- 25 ) 
8 RY2 Ry2 
a e pha . 
MEB NR... Z 
5 =g(! r): 
| RV (A+ 25— 2 А 
8 Күз ңүз, 


Roztrzasanie wzorów (0). — Podobnie jak dla foremnego szešeiokata, widzimy że summa ciśnień na 


dwie podpory znajdujące się na średnicy koła jest ilością stałą i równą s całkowitego ciśnienia, to 
« . 
jest że : 


R + RY =R” + RY! = R” + RY = RY + АУ =. P. 
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Jeżeli punkt Q leży na osi X, ciśnienia w punktach znajdujących się na linji prostopapadłćj do 
téj osi są jednakowe : 


r P 2a ? В „єр 2a | 
R=RWW=AlH shi: ВЕ RED z: zj RY = А, = 2) 
a 8 | =) і i R a| Ryż) 


ciśnienia w punktach F i L leżących na osi Y są więc niezależne od położenia punktu Q na osi X. Co 
zaś do summy ciśnień wywieranych na podpory znajdujące się na linii równolęgłćj do osi X, jest 
ona ilością stałą, tak że : 


R + RY = А" + Ви = ВУ + үш — ҮР. 
Podobnnież, dla punktu Q położonego na osi Y, będzie : 


; PCC u т Р 96 : Р 95 
ag q 12 5 чу. „=т= ` ое е ТД š 
É = h =ë B= R = i+ 5): R" == =g(! ): 


нүз NE 
R' + RUR" +R д" HP. 


Porównajmy teraz wzory dla ośmiokąta ze wzorami (k) znalezionymi dla kwadratu DEFH na fig. 3, 
lub EHKM na fig. 6. Oznaczając ciśnienia w punktach E, H, K, M, kiedy ciało spoczywa na czte- 
rech tylko podporach, przez (R), (R°), R”), (RV), znajdujemy : 


BIZ \! 0 gs )= n, 
(' кейе ү =.) = ən", 
RYŻ RYŻ 


1 а =2RV, 


( 
(R) = ( + = Z = mw. 


вүз ңүз) 
Pozostałe cztery ciśnienia : R, R”, BV i ҢҮ! w punktach D, Е, I, L ośmiokąta odpowiadać będą 
ciśnieniom [R], [R"], [R”], [RV] w tychże punktach, wtenczas kiedy ciało ma tylko te cztery pun- 
kta oparcia, to jest dla kwadratu DFIL ; tak że dla takiego kwadratu wzory będą następujące : 


| [R] =? (1 +) =2R, 
6 р 96 т 
[(В°]==={%-+—===3К”, 
k TE 
1 =f (1 — T) =з 


| m= r( — k) = an. 


Przekonamy się o tém rozpatrując wprost przypadek kwadratu DFIL, dla którego równania do 
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rozwiązania będą : 
R (z — z”) = лад, 
R (z — 21) =464, 
z +2 +z ZV =4h; 

Z= AR + C, 

"= BR + C, 
z”=— AR +C, 
zY =— BR + С, 


sa one prostsze od tych, które służyły dla kwadratu DEFH, na fig. 3. 


Wyznaczenie obwodu ciśnienia dodatnego. — Kontur, po za który nie powinien padać punkt Q, 
będzie ośmiokątem otrzymanym w następujący sposób : wykreśliwszy iwa kwadraty EHKM i РЕП, - 
połączywszy środki ich boków, utworzymy dwa inne kwadraty : fild i ehkm; część spólna tych osta- 
tnich stanowić będzie szukany obwód. Dla okazania tego dosyć będzie (z powodu symetryi figury) 
ograniczyć się znalezieniem konturu dla jednego jakiegokolwiek z czterech katów utworzonych przez 
osie X i Y. Y 


I tak, niech np. punkt Q znajduje się w kącie ЕОР, to jest z i 6 są dodatne; powiadamy że w tym 
razie punkt Q nie powinien wychodzić ро za linię łamana NSTU. W samćj rzeczy, powinniśmy zape- 
wnić się najprzód że RV! nie staje się odjemnóm, czyli że najmniejszą jego wartością może być tylko 
zero ; a to pociąga za sobą warunek żeby punkt Q nie padał po za prostą : 

9а 96 


RYŻ ңүз 


którą będzie linia /4; gdyż dla « = 0, 6 = ШЕ = 0/; a` die 6 = 0, <= Ryż = Qa. 
2 2 


Lecz ażeby teraz i wszystkie inne ciśnienia były dodatnemi punkt Q, znajdując się na linii fd, nie 
powinien przekraczać ро za pewne jéj punkta; gdyż dla takiego położenia punktu Q otrzymujemy 
następujące wyrażenia : 


Р 95 сер 95 
R=— Жы => ур... 
(R: R ACE T) 
› 
R = = (1—2), 
4 Ry2 


8 
маар. 6, а РИ 88), 


które pokazują że największą wartością jaką przyjąć możemy na a jest «== = ОП, albowiem dla 
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a >% RV byłoby odjemnóm; tak że punkt T będzie jednóm ze skrajnych położeń punktu Q па 


linii fd. 


Jeżeli za$ wyrazimy ciśnienia na podstawy w funkcyi 6, to znajdziemy : 


R z , R= 
„БЕ эв 26 
R = (+) R 
р 26 | 
RF, 2 RV! — 
4 Ryż) 
RV =0 RY! 


zlad wnosimy ze 6 nie powinno przewyższać Ë. = ҮЗ, gdyż wtedy RV" byłoby odjemném, Punkt 5 


będzie zatem drugićm skrajnóćm położeniem punktu Q na prostćj fd. 


Nie trudno jest obaczyć z ogólnych wzorów (0), że inne położenia punktu Q w kącie РОР, dające 
wartości dodatne na wszystkie ciśnienia, będą proste TU i SN równoległe do osi Y iX. Pomijając dal- 
szą dyskussyę, podajemy wartości ciśnień znalezione dla pięciu szczególnych położeń punktu Q, a 
mianowicie : dla punktów U, N, T, S i punktu г powstałego z przecięcia się prostćj ST ze średnicą 
koła EO. 


U 
— — A 
a= 6—0 
е» |В 
дё. 
r= (a +4) 
8 y2 
OR. 
8 
=P (mt 
5 үз 
RY=0 
Ru=g (1) 
8 NE 
пу! =Р 
8 
pun P ( +y) 
8 V 


S 


N Y 
— —— n | — — . | „i нь Ч 
I PA R 
(к=, c=z) s= в (2-1)e=z (үй—1), 
R P zob t Pag 
R =s R'=+ к=. ү? 
= (2) сё КҮҮ. 
8| ү "4 > 4 
кар а 5 а р 
р/а + ү? | z 4 23 
m=i (p mepe- |а" 
А › z 
ВУ = = ВУ =0 R =È (2-- y3) 
Р (ү —14 
м (=) YJ = RV"=0 
8 | y2 1 0 
R" —0 ңуп —! (2 — y3) ВУ! 0 
P 2—1 Paz RE. = 
Ru = (í = ) уш —*^ үш ЫЕ (9. ]$ 
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6=— 
2 


t 
—  — IE 
с = R. 
зү? 
| Кы >; 1 + ү? 
k=g( үз ) 
ЖУ JEŻ 
| R = 
n“ =P =P) 
i “RR NE 
' p 
Ww 
ll = 
ge | >> 
8 (\ NE 
RV"=0 
ama (B= 
sU үз 
Ж Р 
үш : 
R "8 
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Porównanie wypadków zawartych w 16) tablicy z figurą 6 pokazuje, że ciśnienia na podpory znaj- 
dujące się na prostopadłćj do linii łączącćj punkt О ze środkiem koła są sobie równe. 


Zastosowanie liczebne wzorów (o). — O ile wyprowadzenie wzorów dla wielokątów foremnych upra-. 
szcza rachunki, zdarzające się przy zastosowaniach praktycznych, okaże następujący liczebny przy- 
kład. 


W jednym z projektów, zbiornik dla przechowywania wody spoczywał na ośmiu słupach (mon- 
tants) jednakowego poprzecznego przecięcia, osadzonych w ośmiu wrytych w ziemię ciosach umie- 
szczonych w wierzchołkach ośmiokąta foremnego. Odległość osi pionowćj budowli od środków cięż- 
kości powierzchni zetknięcia słupów z odpowiedniemi kamieniami była : R=2*,537 (fig. 7); a ciężar 


całój budowli wraz z wodą napełniającą zbiornik, był równym Р = 91340 *ie, Siła P nie przecho- 
dziła przez punkt О, albowiem wziętćm było pod uwagę działanie wiatru na tę konstrukcyę; w sku- 
tek tego, biorąc kierunek wiatru za oś X, punkt Q, w którym wypadkowa spotykała płasczyznę 
ośmiokąta, znajdował się na odległości ОО = 07,295, Podpory były zatćm ciśnione nie jednakowo i 
zadanie polegało na znalezieniu największego ciśnienia, na jakie każda z nich, przy zmianie kierunku 
wiatru, mogła być wystawioną. 


Nie mając przygotowanych w tym celu wzorów, należało zastosować do uważanego przypadku 
wzory ogólne (1), (2), (3) i (4) podane na wstępie niniejszego artykułu, w skutek tego wypadło wy- 
konać przygotowawcze rachunki, które przy wzorach (o) zostają usunięte. I tak, biorąc 
dos 45° =0,70741 znajdujemy najprzód : 


#' = 27,537, ylsżo0, 
G=1:10%, у = 1,194}, 
z” =0, y = 9587, 
gY = —1,794, у = 17194, 
===—=@ Ээ, WEN. 
а= 11948, у= — 1,794, 
FOZZ, yU=— 2,537, 
дїї = 1,794, y' U =— 1,794, 
ART. II. 4. 
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Zważywszy że а = — 0,295, а 6— 0, i że powierzchnie о, w”... „VU! są sobie równe, równania (4), 
(2) i (3) stają się : 

9,537: + 1,794(z" + zY! — zY — zY — 211) =>—8 X 0,2954, 
(a) 9,537(z”— 211) 1,794(2” + z — гї! — ш) = 0, 


zzz z zy 4 21 L зҮ! -„ СУШ — 80, 
a równania (4) dadzą ośm równań : 
‚ z =2,537A + С, 
"1,794 A+ 1,794B + С, 
(b) 
zV — 4 ,794A —1,794B +C. 
odpowiadających spółrzędnym ośmiu wierzchołków wielokąta. 


Z tego szeregu wzorów znajdziemy : 
C=h, В==0; A=—0,0946674, 


a następnie, po wykonaniu rachunków otrzymamy : 


7 = 0,767140821, 

2” БҮ!!! 

= = —— —0,835549402, 
A h 

2 zvu 1 
ЖАКТЫ 

zi zy! 


т. 1,164450598, 


mV 
—= 1232550179. 


Ponieważ wyrażenie ogólne dla ciśnienia jest : R”) = kwz™®, a z założenia Р = КО =8koh, więc 


że zas E =" =m „5, zatóm uskuteczniwszy rachunki tym ‘wzorem wskazane i uporządko- 
wawszy otrzymane ciśnienia podług liczebnój ich wartości, otrzymamy ostatecznie : 
RY =14072,7ke, 
RV = ҢВҮ!-— 13295,0, 
R” = RY! —11417,5, 
R" -=RV""—=9540,0, 
R = 8762,3. 
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Podpora I, znajdująca się w kierunku wiatru, będzie więc ponosić największe ciśnienie; przewyższa 
ono ciśnienie średnie 8 na jakie wszystkie podpory byłyby wystawione, gbyby nie było działania 


wiatru, o 2655ks, со stanowi około 0,23 ; tak, że w naszym przykładzie, wprowadzenie w ra- 


chunek siły wiatru pociąga za sobą, przy obliczaniu powierzchni podpór, zwiększenie działającego na 
1 P 


nie ciężaru tak dalece że można go uważać jako prawie równy: S ГЕСЕ” 


Gdyby, nie mając wzorów (о), znaną nam była sama tylko własność figur foremnych iż dla nich : 


26h 2ah 
б==%, B= = T , 


nie mielibyśmy wtedy potrzeby pisania trzech pierwszych równań (a), zważywszy że В == 0, albowiem 
6 =0 і obrachowawszy A, przeszlibyśmy wprost do równań (5). 
Przy wzorach zaś (о) zgóry przygotowanych, rachunek jest daleko prostszym, albowiem znajomość 
m уп 
spółrzędnych zy, 2711, yY™, staje sie zbyteczną; gdyż wartości т 7 to jest ilości w na- 
wiasie we wzorach (o), sa wyrażone w funkcyi promienia koła i spółrzędnych samego tylko 
punktu Q. 


V. Pięciokąt foremny. — Przy systemie osi X i Y wskazanym na figurze 8, spółrzędne rozmai- 
tych punktów wyrażą się w następujący sposób : 


Fig. 8. M w 


dla punktu D ... « = Rdos$, у =Rwst0; 


» ARKANA y =R; 
»  F..x”==—Rdosó, у" =Rwst4; 
» H...x'v*==—Rdosg, yY =—Rwst4; 


» І... z” = Воз, y = — Rwst $. 
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wskutek czego równania nasze będa : 
Rdos (z — z”) + Rdos g — sv = Sk), 
RZ + Rwst6(z + z”) — Rwst ф(ш!Ү + zY ) = 56А 
Zz 214 z + zVi=BAh; 
z =ARdos0 + BRwst0 + С, 
z =BR + G, 
z =—ARdos6+ BRwst9 + G, 
У = — ARdosọ— BRwst ọ +C, 
zY = ARdosç — BRwstọ + С. 


Rozwiązując pierwsze trzy równania, znajdziemy na trzy spółczynniki wyrażenia : 


NEU; 
— 2R? dos*6 + Чоз°ф” 
Ta h 956 —5R(I + 2wstó — 2wstẹ) 
SR: 2+ B3wst:0 + 3wst”ę + 4wst0 wst $ + 2wst ç карт 


и. 56(1 + 2wst0 — 2wsto) — B(4 + 2wst 0 — 2ууз1ф)* _ 
sk" 2 + żwst*0 + 3wstżę + 4wstó wst y + Zwslę — Źwstó,j” 


nie mają one formy otrzymywanćj w poprzednich przykładach, ale przekonamy się natychmiast, że 
ta różnica jest pozorną, wstawiając wartości katów 0 i Ф. I tak, ponieważ 0 = 18°, а ф == 54°, więc : 


wst4= wstl8"=7 (48 — 1) ; 


dos9 = dos 1 =! +955, + 2y3; 
dos = wst 36%= 1 /10—2y5; 


wstę =dos36' = (Y5 —1) ; 


а zatóm : 


dos*0 + dos'ę=7 , 


1 + 2wst68 — 2wsts= 0, 
` 2-+ 3wsl20 + Bwst* + 4wst0 wst + Zwsto — 2wst 6 = — 


Zkąd znajdujemy na A, В, С, znane już nam wyrażenia : 


21h овд 


A= , B=? с=/; 
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a na ciśnienia w punktach D, E,... I następujące wzory : 


9 26 
| R=F 1+ доз 48° + wst 18°), 
5 R R / 


› 
(p) R"<F — dost8' + AK 


p 


RY= 
5 


2u 
(1 + R wsl36? — R Z dos Ga 


Otóż, zważywszy że : 
wst 18° = 0,3090170, 
dos 18° = 0,9310565, 
wst36° = 0,5877853, 
dos36° = 0,8090169, 
i ograniczając się trzema tylko dziesiętnemi cyframi, powyższe wyrażenia, po wstawieniu w nie warto- 


ści na wst i dos, staną się łatwiejszemi do zastosowań i będą : 


к=! + 1,902 ® + 0,618 JE 


| 

ү R = z(! +з) 
(р^) . 

\ 


I 6 
—(1— 902 0,618 — 
= k: u” 6 R) 
p PACH 6 
AW=_-|1— 1 = = 
s(! 1,176 16187), 


\ 


p 
ү - — — 
R = (1+1, пех 1 ив б) > 


Uwaga. — Gdyby pięciokąt odniesionym był do systemu osi wskazanego fig. 9, spółrzędne punk- 
tów I, D,... H, przybrałyby postać : 


dla punktu I... z, =Rdosy, y, = Rwsty, 
»  D...x,==— Rdos2y, у, = Rwst2y, 
> E... z =a R, y|, >0, 
» F... z, =— Rdos2y, у, =— Rwst2y, 
ns. Aa. лут Абод, у; =— Rwsty 


http://rcin.org.pl 


30 PAMIĘTNIE TOWARZYSTWA NAUK ŚCISŁYCH W PARYŻU. — TOM VI. 


E Oznaczając a ib spółrzędne punktu Q, przy teraźniejszym systemie osi X i Y, i postępując jak za- 
zwyczaj, przyszlibyśmy do następujących wyrażeń na A,BiC: 


\ 

\ 
\ 
' 


i 
| 
! 


> 


Ki А. 25a + 5R(1 + 2dos2 4 — 20105) 
196° 2+3dosq + śdos'2y + 2005р — Zdos2y + 4dosy dos2y 


5b 


h 
ӘҢ? ` wst*y + wst? 2y ° 


с =*|! LA. Вай + 2105 2% — 20054) + (1 2dos 2y — 2dosy)* 
2R 2-+ śdosy + 3dos* 24 + Zdosy — 210520 + 4dos ydos 2 ° 


które, po wstawieniu wartości na wst i dos kątów 4 i 2%, gdzie $ = 36°, sprowadzą się do : 


albowiem : 1 + 2d0s24 — 2dos 4 = 0; wstt$ + wst*2y = i: a mianownik w wyrażeniach na A i C bę- 


dzie równym 5 . 


Z pięciu zaś równań : 


z, =A,Rdosy + B,Rwst y + С,, 
z, = — A,Rdos 2Y9'+ B,Rwst 24 + С, 
zy =— AR +C, 

> = — АА 082) — B,Rwst2y + С, 
z, =A,Rdosy — B,Rwsty + С, 
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otrzymamy następujące wartości ciśnień R,, R,... R, : 


! 
t, 


1-24 2а © dos36° +- x wst36*) A 
4 


(p) 


> 
5 

i 5055087 + ШУ 
= 


E. 


5 
n=z(—F wst18— 2 ү dos18*), 


R, =! + = Tes 36° — = wst 36 ) ` 


Gdybyśmy chcieli wyrazić te ciśnienia w funkcyi spółrzędnych «1 6, należałoby we wzorach (p,) 
wstawić : — В хаа, i «zab (fig. 81 9) ; otrzymalibyśmy ztąd : 


R. =RY, RR=R, =, =", BR, =RV; 


co być powinno, /albowiem na fig. 8i na fig. 9 punkt Q ma to samo położenie, a ciśnienia R, i RY, 
В, R... Ri В są ciśnieniami tychże samych wierzchołków pięciokąta. 

Roztrząsanie wzorów (р). — Dodając do siebie R'i R”, R'Vi RY, otrzymujemy dla wszelkiego położe- 
nia punktu О: 


; А 98 
+ R”= “° — ws о 
R 5P(1+ R wsta8°), 
f Жш. 26 
1y v—=2p[4 _2240536° |. 
RY +R 5P(! п 10%96°) 


Jeżeli punkt Q znajduje się na osi X, wtedy całkowite ciśnienie Р rozkłada się na pięć podpór 
w ten sposób że : 


9 
R+R"=RV"+ АУ = р. 


U 


W razie zaś jeżeli punkt ten leży na osi Y, wtedy ciśnienia w punktach D i F, Hi I znadujących się 
na linii prostopadłćj do tój osi, są sobie równe i mają wartość : 


5 R 


R="R" LH (! 4-26 wst 18), 
U 
Riy aa y 511—1 i т 10536 |. 


Jeżeli punkt О pada w środku ciężkości 0 figury, wszystkie podpory są ciśnione jednostajnie ciśnie- 


4 А р 
niem równóm z. 
9 


Wyznaczenie obwodu ciśnienia dodatnego. — Obwodem ciśnienia dodatnego dla pięciokąta 
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foremnego będzie podobny mu pięciokąt defhi (fig. 10), otrzymany w następujący sposób : poprowa- 


Fig. 10. 


dziwszy przez punkt L, w którym bok DI danego nam pięciokąta przecina oś X, linię LM równole- 
gle do DE, zakreślmy promieniem 02 okrąg koła, przecinający LM w dwóch punktach e i d, i dający 
linię de, która stanowić będzie bok szukanego pięciokąta. Albo inaczćj : poprowadziwszy apotemę OK 
danego pięciokąta, weźmy Ok ="; przez punkt k poprowadźmy równoległą LM do DE, która рге: 


tnie oś Y w punkcie е; zakreślając jak poprzednio promieniem Ое okrąg koła, otrzymamy szukany boked. 
Prosta de, nie tylko eó do wielkości, lecz i co do położenia, stanowić będzie jednę z linij szukanego ob- 
wodu. Dla udowodnienia tego dosyć będzie, z powodu symetryi figury DEFHI względem osi Y, roze- 
brać tylko dwa przypadki : 4) kiedy punkt Q pada w kącie EOX i 2) kiedy on znajduje się w kącie ХОМ. 
* Jeżeli punkt Q pada w kącie EOX, tojest jeżeli we wzorach (p) a i 6sa dodatne, należy wtedy dobrać 
takie wartości na a i 6, ażeby R”, К! і RV były dodatnemi, albo со najmnićj, równemi zeru. Uważając 
przypadek kiedy Piv = 0, spółrzędne х i ё powinny zadość czynić równaniu: 


(a) awst 36° + 6105 36° = в ; 


czyli punkt Q winien się znajdować na prostéj LM; gdyż łatwo się przekonać, że : 


жь MENEE R ВЕ 
dla a= 0, 6 będzie= zdos 367 = Ое, 


R 


żwst 46° 


dla £=0, OL. 


W samój rzeczy, z trójkątów Oke i OKE otrzymujemy : 
Ok : OK=0e : OE, 


czyli : 


S: qR(V8+1) =0e: R; 


9 
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zkąd : 
о R R 
0 |= 


Ś+t Сө. (ү) 2d0s 36°? 


z trójkąta zaś ОХ. тату: , 
0k = OL wst 36°, 
ztąd : 


R 


RE 2 wst 36° i 


UwAGA. — Geometryczne znaczenie spółrzędnych Ое і OL okaże się z następujących znanych z geo- 
metryi związków (*) : 


š КЕЛЕ 
wst48 =1 (y5 — 1) = *РО!еша 5° gwiazdzistego, 


| 2a 1 * ; 
e ot. 10! w = boku Sta gwiazdzistego 
t 7 
dos i= /10--з\$ — аро!. 10% wypukłego _ 2 


R трн, 
АНТА 
369—1 эү _ apot. 40ta gwiazdzistego $ boku 5° wypukłego 
wst 36 =14/10 205 waz. 


1/7 apot. 5te wypukłego 
dos36" == (WEJ TED R ER A 


w skutek czego będziemy mieli : 


więc Ое jest połową linii zadość czyniącćj proporcyi : 


7:R=R: OK. 


Podobnież : 
R 1 R R* R? Е, 
Z ZZ” = M === 
2wst36 2 ży/10—26 —2y5 ER 10 — 2V5 Бр а 
gdzie £ zadość czyni związkowi : š "R=R z DE. 


Wartości ОТ, i Ое тора więc być wykreślone geometrycznie, i linia otrzymana z połączenia punktów 
L ie będzie równoległą do boku DE danego nam pięciokąta. 


Ażeby znaleźć na linii eL granicę, którćj punkt Q przechodzić nie powinien, należy obaczyć jak się 


т 


() G.-H. NiwęcŁowssi, Gcemetrya, wydanie drugie. Paryż, 1869 r., str. 257. 
ART. II. 5. 
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wyrażają wartości RY iR”. Otóż, z warunku (a) wypada : 


2 wst 36° ; 


25 ER 
q 10536 ==4 R 


więc ze wzorów (p), po wstawieniu 16) wartości, znajdziemy że : 


zatćm RY będzie dodatném dla wszelkiego «, czyli że położenie punktu Q na prostćj eL nie wpływa 
na znak ciśnienia RV. 


Przejdźmy teraz do R” i na mocy warunku (a) wyraźmy wartość R” w funkcyi 6. Ponieważ : 
wst 36” = 2wst 18° dos 18°, 


zatćm : 


е» 
1 j 10536 


2u 92 1 
dpi == 50369 с a 
П 8 ЖАШЫ С ТЖЕ Т: 
w skutek czego znajdziemy : 
"UN 4 R — 26 dos 36° 28 P 2Rwst 18 + 23 — R 
I = = — a — WS p = a Kw ° 
: ч Эу "R эзиз”) 5 3Rwst1$ 


Ponieważ najmniejsza wartością na R” może być tylko zero, najmniejszą wartością 6 może być 
tylko ta, która zadość czyni równaniu : 


95 + 2R wst 18° =R, 


więc skrajna wartość па 6 jest : 


s=! — R wst 18° „Ж: šta gwiazdzistego ER -i R(V5—1) =} (3 — ү3) 


2 5 7 


a to jest nie innego jak rzędna dS, gdyż z trójkąta dOS mamy : 


R wst48%_R V5—1__R(Y5—1)(Y5 +1) 


15 = Od 'st 18 = ?8 O =, ——aq =s „| =w— = 
! "ag De wsl 18 оваа 2 (убы 

Ег Ы, 

2 `6--9ү$ 3+ ү’ 


punkt d będzie zatem skrajném położeniem punktu Q na linii GL. 


Ale niżćj zobaczymy że R” będzie dodatnóm przy rzędnćj 6 mniejszćj od dS; tylko wtedy R'Y nie 
będzie zerem, to jest punkt Q nie znajdzie się na prosićj eL. 


Rozbierzmy przypadek kiedy punkt Q znajduje się w kącie XON. Jeżeli we wzorach (р) zamienimy 
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6 na — б, w otrzymanych przez to wyrażeniach na R, R”, ... RV, spółrzędne z i £ będą wartościami 
samoistemi, i zobaczymy że ҢҮ zawsze będzie dodatnóm, zaś inne cztery ciśnienia wyrażą się : 
SAG y 2a 25 
R: == 1 + dos 18%— Wst 18° > 


5 


BB 98 
А" = SiE 
(1 z) 


” p 92 z о 26 a о 
h =; (1-7 dos18 awts’), 


P du 93 \ 
Ww=—|1—<wst380--— e. 
pai ( ТЕ Wst 30° + 27 dos36*) 


Najmniejsza wartość na R”, czyli zero, daje równanie: 


(6) х dos 18° = 6 wst 18° = = 
zkąd dla « = 0 znajdujemy 6 = Zi = ON, 
» I = » R OT, 


a= osi = 
gdzie wartości ОХ i OT otrzymają się prowadząc przez punkt dlinię dN równoległa do boku DI da- 
nego nam pięciokąta. 
Istotnie, wyprowadziwszy apotemę OU, będziemy mieli : o=, i trójkąty podobne 045 i 
Ои dadzą : N 
ON : Ои = 04 :d8, 
czyli : 


R R R wst 18? 
ON : í = 6 к. —— ; 
2. 2dos36° 9 dos 36° 


zkąd : 


R 
¿bg 18°? 


z trójkątów zaś 04S i OTN wypada : 
OT:ON=dS: 05, 


czyli : 


R R wst 18° R 
от Ez: Z! s —— os 18°; 
i 2wst18? 2 dos 367 2dos30 > 7 ° 
ztąd 
R 
ӨТ = = s 
x 2dos18' 
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Nadmieńmy żelinie ON i OT mogą być otrzymane wprost z geometrycznego wykreślenia, gdyż : 


R R ZE R? — УВ 
a) 2.apot.5ta gwiaźd. 20V 


NRD R* a. Pa = НЕ. 


2d0s18 Tp yoa Бок 5t суай. FD 
5 2 


i prosta wynikająca z połączenia punktów T i N będzie równoległą do boku DI. 

Jeżeli punkt Q nie wychodzi po za linię dN, ciśnienie R” będzie dodatnóćm. Należy teraz obaczyć 
jakich punktów 46) linii punkt Q przekraczać nie powinien, ażeby inne trzy ciśnienia : R,R'iR' były 
również dodatnemi. 

Со do wartości В’, wyrazi się ona na mocy związku : 

2a Dai 26 ч n 
1 dos18'=1 ык 18°, 


wynikającego z warunku (0), w sposób następujący : 


ESV 
R=zP(t wss); 


R’ staje się zerem dla 6 — ç = 16 — 0%; dla6 < ON, ciśnienie В’ jest dodatnćm; więc położenie 


punktu Q na prostćj dN nie wpływa na znak wartości R, i to ciśnienie zostaje dodatnóćm nawet dla 
6 odjemnego, to jest, kiedy punkt Q pada na część prostćj Td, położoną w kącie EOX. 


Ale wartość 6 jest skrępowaną innymi jeszcze warunkami. I tak, nie powinna ona być większą 


у sn š R 
z ciśnienie R” byłoby odjemnóm. Maximum wartości 6 jest więc :6=5 
=0J, co na linii dN wyznacza punkt i; zatóm punkt Q nie powinien przekraczać punktu í, czyli że 
część iN linii dN wchodzić w szukany obwód nie będzie. 


od š albowiem przy 6 > 


Pozostaje zbadać wartość na RV. Zważywszy że : 


21 p o— 20 oyy O — 9 w Jo __25 U 0 
т *5°96 = 105 18 wst 18° = 2 wst 18 ( Rt 187), 


otrzymujemy : 
RW =P (1 — 2wst 18° + 12 wst” 18° + 2 dos з). 
5 R R 
Minimum wartości 6 będzie zatém wartość wyciągnięta z równania : 
44 26 | 
2 wst 18° — R wst” 18° — R (dos* 18° — wst? 18°) = J, 
czyli : 
о? 


2 wst 18° — — = 1; 


R 
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zkąd : 


R R 
6= 0 — — = | — — 7 o 1. 
R wst 18 — 1 5 Rwst48° 


Otóż, widzieliśmy wyżćj że : 


R L R wst 18° = dS = 08, 
2 


znak — oznacza że rzędna 6 liczoną jest wgórę nad osią ОХ; więc skrajném położeniem punktu Q па 
linii dN będzie punkt d. 


Łatwo jest przekonać się z ogólnych wzorow (p), że jeżeli punkt Q leży na linii zJ, wszystkie ciśnie- 
nia są dodatne; tak że dla punktn Q padającego po prawćj stronie osi Y, konturem ciśnienia do- 
datnego będzie linia ediJ ; konturem zaś całkowitym będzie pięciokąat de/ht. 


Gdyby punkt Q padał po za obręb pięciokąta de/hi, i gdyby zatem jedna lub dwie z pięciu war- 
tości R, R”,... RV były odjemnemi, należałoby wtedy zwrócić się do ogólnych wzorów podanych 
na wstępie niniejszego artykułu, i wyznaczyć z nich ciśnienia w pozostałych czterech lub trzech 
punktach, uważanych za jedyne punkta któremi ciało spoczywa na gruncie. 


W celu dopełnienia naszego rozbioru, szukaliśmy wartości ciśnień В’, В”... RY dla szczególnych po- 
łożeń punktu Q na obwodzie defhi, a mianowicie : 4) dla trzech wierzchołków : e, d, í, pięciokąta; 
2) dla punktów : k, u, środków boków pięciokąta ; nareszcie 3) dla punktów T, J, w których boki dź, ik 
przecinają się z osiami X, Y. Otrzymane wypadki podajemy w następującćj tablicy : 


e d i 


|" EN | ~ A |а 


R „ R 00518° R wst18” R 1 — wst18° ? R 
=(), 6 = lea ——T-Kx 208 Zion 6 55 dS===. = Оп =. b=n=—= 
«= баш ја == "> T S= 5: Toso |* = Оп е т = 97 
ру wst 18° ro 0 1 9 
= — R — ралар. =; — ү e 
> 5 (оз Зе) s + доз)” R =z P (1 — wst 18°), 
1. 1 p wst 18° „AR 
= (1+ ас), R= (170536): ы 
PRE `e wsl187 2 7 
В" === = = 
5 (1 + з) R" =0, R"=0, 
9 
Rw=0, RY =0, R"=ZP (1 — wst 18°), 
RY=0. RV ==P(1 + 80185). RY = È (4 + 4wst18'). 
8 Чоз 36° 5 
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38 
k u 

gz "z SETA i r лаан. 

а= wst 36°, 6 =5 (dos 367), «= dos 18 e=— 5 wst 18", 


КЕ z +- dos 36°) RZ 5(i + dos 36°), 


R” = $ (1 + dos 36°), R” = Р (I — wst 18°), 
. 9 


R"=F (1 — wst 18°), RZ 


z 
ә 


RV—=0, R"—=F 1 — wst 18°), 
ә 


де. z ( wst 18°). RV'= 5 (4 + dos 369). 


T J 
— atiy... —  —v . LLLLL— 
а О. 6—0 — 0 жар же 
37 9405185' — ° my TE т ето 
gi WNE 
к==р, = (1 — wst 18°), 
1 Р 
== s p; R=0, 
ә 
Ng so R Š 
R; 0, R = (1 — wst 18°), 


а= — 9 wst 189, nv =" + dos 36°), 


=F +2 wst 18°). RY =F (I + dos 36°). 


Z téj tablicy i z fig. 10 widzimy, że przy wszelkiém położeniu punktu Q, wierzchołki danego pięcio- 
kata, znajdujące sie na prostopadłćj do linii łączącćj punkt Q ze środkiem koła, ponoszą ciśnienia je- 


dnakowe, 

Na zakończenie obecnego artykułu, porównajmy powierzchnię utworzonego przez podpory wie- 
lokata z powierzchnią objętą odpowiednim mu konturem dodatnego na te podpory ciśnienia. Ozna- 
czając pierwszą z tych powierzchni przez S,, a drugą przez Sw, otrzymamy dla podanych powyżéj fi- 


gur następujące wyrażenia : 
3 


Trójkąt..... | S$; =S„= (3. RV) 5-5 ©={ z ev F 


S,= (4.вү 5) 5. Mż эң, 


Kwadrat..., 
S= (š. ШЕ у =R; 
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— (6 pIE.RV3 3,.5 
S, = (6.R)-. BRNA 


Szešciokat... 


Ošmiokat.... 


s,= (s. pa .LR (V +1) = + V5) 4/10 — 2V5 


Pięciokąt .... 


ч 5 "5 =16 20 2 
s= (5. =P y= 10—2Y5)3 -g күй, TE 


Biorąc zaś stosunek tych powierzchni, znajdujemy : 


= 5, y 1 
dla trójkata.... “Б =l | ads SS= Sy 
$; 
p S ис кей» = yur b So 0,5005, 
Św 
Na 1 ( 
y pięciokąta..... =3 (3 + VB) = 2,618 \ zkąd ( So == 0,9825, 
» sześciokąta..... ч ENES =з P ЕН Sy =0,3335;, 
w 
A s k t 5, pm: 2 RAMY 1 | | аә G 
> ośmiokąta ..... SR =3,414 овони» \ S, = 0,999 8; 


Nareszcie, dobrze będzie zauważyć stosunki następujące : 


S. dla kw айгай __ 2R 4 


S, dla 8% оңу Fi " 
Sw Ша kwadratu __ R Е: Ia M 1,707 = 1,707 ` S; dla kwadratu 
S„ dla 8ta 2R*(Y23 — = ү 2— NEJ YB zę Sida ga — ° 
) SOP 
5: dla trójkąta ANN у 
S, dla б'а Бе 7 ‚нүз 79р 
ш 3 уб 
| Sw dla trójkąta 4 r — Š= la tr ójkata 
\ B= dla б'а zz 1 RYŻ _ 3 ФУ zza MAPEI PY Y 8 Sr Ж. а! эў өт И w Š $, dla Gia Ga . 
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